1) Svolgiamo I'esarcizio in ambo i metodi che conosciamo.
In primo luogo occorre vedere se esite I'inversa della matrice assegnata, ovvero e risulta detA* 0. S

ha:
2 11
detA=|0 1 2:0+2+0-Q+8+0):2-9:-710 p
120
Primo metodo
Cdcoliamol’inversadi A druttando laformula
Al=—1_ A)
detA
ove A* élameatrice da complementi agebrici.
Risultadlora
1 2 0 2 0
=+ =-4- =- =2 =+
Cy 2 0 ; Co 1 o ° Cis 1
c—ll—(z)—z- ¢, =+ Y=-1 ez |0
27 12 o S 2° 110 7 27 11
1 1 2 1 2
C, =+ =1; C, =- =-4: C,=+
oo 2‘ ' 2 10 2 ’ 0
dacui segue
&4 2 -16 &4 2
A=f2-1-3 p (A)=g2 -1
§1 -4 25 é-l -3
Pertanto:
& 4
. @4 2 1 =4 2 18 8;
T - -
t= = A) == 2 -1 -4l=-f 2 -1 -47=5 2
det A - H T ¢ 7
-1 -3 245 -1 -3 25 ¢ 1
£ 7
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Dunque:
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DO O O O vO vO

Secondo metodo
Cdcodliamol’inversadi A Sruttando il metodo della matrice identita
Affianchiamo, atae scopo, dlamatrice data, di ordine 3° 3, lamatrice identita dello stesso ordine:

& 1 1|1 0 06
[All]=%0 1 2|0 1 O
§1 2 0/0 0 1
RSN
3
Effettuiamo ora le operazoni eementari sulle righe, o sulle colonne, di [Alls] in modo tale da ottenere,
dlafine, unamatrice dellaforma[ls|B], dove lamatrice B saraproprio I'inversaA™ di A:

@ 1 1|1 0 05 @ 0 -1|1 -1 08
[Al;]=§0 1 2]0 1 0Zhy%%y®O 1 2|0 1 0]
§1200015 §1200015
@ 0 -1] 1 -1 06 @ 0 -1 1 -1 06
NHRWBO 1 2|0 1 0. %3 0 -7 0| 2 -1 -4
0 4 1/-1 1 25 §o41-112§,
@ 0 -1]1 -1 06 @4 0 0| 8 -4 -2
RHHUP® O -7 0| 2 -1 -4TRHUWE 0 7T 0| 2 -1 -47
0 0 7|1 3-25 §00713-25
¥ o of 2.2 .10
¢ 7 7 1
¢ 2 1 4
wy%ypyws 1 o|-£ = =T
R1®§1Rl 7 7 7;
R2®'17R2 (é? 0o 1 i 3 _E_
R®ZR . ; \7 Y? 7/0
Iy Al
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Dunque risulta:

8

SN N NEENE N

1
~Nlw Nl NN
|

>
I

1
)

75
S pud ora osservare che la matrice inversa ottenuta con il secondo metodo € esattamente la gessa di
quella ottenuta precedentemente con il primo metodo.

DO O O O vO vO

2) Primo metodo

Sfruttiamo la definizione di lineare dipendenza o indipendenza di vettori.
Scriviamo una combinazione lineare del tre vettori e la eguagliamo d vettore nullo, precisamente:

(*) kv tkVv, kv, =0
dovei ki (i =1, 2, 3) sono degli scdari ovvero de numeri redli.
Poniamo orandla(*), d posto dei vettori, le terne assegnate:
k (1, 1,1)+k,(0,1,0)+k(-1 0, 1) =(0, 0, 0)
Moaltiplichiamo ciascuna componente del vettore per il corrispondente scalare:
(ky, ky, k) +(0, k,, 0)+(-ks, O, k;)=(0, 0, 0)
Sommiamo ora componente per componente;
(I +0- kg, k+k, +0, k+0+k) =(0, 0, 0)
CiO&:
(k- k. otk kytks)=(0,0,0)

Affinché I'equazione sopra scritta Sa soddisfatta, i due membri devono essere ugudi, ovvero i due
vettori (qudlo che figura d primo membro e quelo che figura d secondo membro) devono avere
ugudi le componenti che s trovano nella medesma posizione, precisamente deve risultare:

ik -k=0

[k +k, =0

}h+&=0
Resta quindi da risolvere il sstema sopra riportato, ovvero determinare i vaori dele incognite ki (i = 1,
2, 3), osservando che se sono tutti nulli dlora i vettori assegnati sono linearmente  indipendenti, mentre
Se ne esiste uno diverso da zero dlora samo nd caso ddllalineare dipendenza dei vettori.
Occorre sottolineare, in primo luogo, che s trata di un Sstema quadrato di tre eguazioni in tre
incognite.
Dadlla prima equazione otteniamo:

ki = ks
Sodtituiamo tale vaore, ad esempio, nella seconda equazione:
ka+ko=0 P ky=- ks

Sodtituiamo i vaori fino ad oratrovati nella terza equazione:
k3 + k3 =0 P 2k3: 0 P k3: 0
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Abbiamo cosi ottenuto:

k1 =0

k2 =0

ks=0
Dunque il Sstema ammette solo la soluzione nulla, ovvero laterna

(k1, k2, ks) = (0,0, 0)

Poiché gli scdari, soluzione dd nosro sstema, sono tutti nulli, ne segue che i tre vettori assegnati sono
linearmente indipendenti.

Secondo metodo
Sfruttiamo la nozione di rango.

Congderiamo lamatrice codtituitadal quattro vettori riga assegnati:
el 1 1(‘5

=50 1
T o i
Determiniamo il rango di A, sapendo che due o piu vettori sono linearmente indipendenti se il rango
dellamatrice ad ess associata € massimo.
Risulta, pertanto:
0<r(A)£3
Applichiamo Kronecker e consideriamo il seguente minore di ordine 2 diverso da zero:

MIZ‘(l) j=110 P r(A)32

Cdcoliamo adesso I’ unico minore orlato di My:

1 1 1
0 1 =1+1=210
-1 0 1

Dunqgue, poiché tae minore € diverso da zero risulta r(A) = 3, cioe il rango di A € massmo. | vettori
sono pertanto linearmente indipendenti.

3) Sviluppando il determinante, con laregoladi Laplace, rispetto ala prima colonna, risulta:

+
-1 -2

3 -5
5 -2 4 1
detA = Z 2 1 3—-1>C]_1+5>C +4)C31+3>C41 CJ;L+5(‘21+4C31+3C41
3 3 1 2
-2 4 | -2 3 -5 -2 3 -§ -2 3 -5
1+1 2+1 3+ 4+1
=-(-17"%2 1 3Z+5(-1)" 2 1 +4(-17" -2 4 +3(-1)""%-2 4 1=
3 1 2 3 1 2 3 1 2 -2 1 3
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-2 4 1 |-2 3 -5 }2 3 -5 |2 3 -
=2 1 3-542 1 J+st2 4 1-3%2 4
3 1 2 3 1 2 3 1 2 1

| precedenti determinanti di ordine tre, a loro volta, possono essere cacolati applicando nuovamente la
regola di Laplace, sviluppando ciascuno di secondo, per esampio, gli dementi ddlaprimariga

Risultaquindi:
é 2113 3 -2 3 4 |-2 u
detA=- & 2(-1 >’ +4(-1 >’ ‘+1 -1 >’ 1"4.
e2(-)h Ay U,

1
w
N

é > 11 3 3 -2 3 4 -2 u
5&2(-1 »{ +3(-1 »{ ‘-5-1 % j‘lﬁ

c20y Jealfs Fstyl

é 5 |4 1 3{-2 1‘ 4{2 4l
+4g2(-1 +3(-1 - 5(-1 o+

g()ﬂ e s st

é

e—

e

RN
=-g2(-1)-4(-13) 5 5¢2(-1) -3( 43) -5(-5)g+4&2(7)-3(-7)-5(- 14)g+
- 3¢-2(11) - 3(- 4)- 5(6)g=- 49- 330+308+120=49

Dunque detA = 49.

S pud ora osservare che § sarebbe pervenuti dlo stesso risultato qualora S fosse utilizzata, per il
cacolo de determinanti del terzo ordine, laregola di Sarrus.

Riduciamo ora la matrice data attraverso le operazioni dementari sulle sue righe e sulle sue colonne e
determiniamo gli dementi specidi. S ha

2l -2 3 -5% @l -2 3 -5 ael 2 3 -58
¢ 5 -2 4 17 1 0o 3 -2 0 3 -2°
c “%4 3, % Y® C *9, @ +
¢4 -2 1 3+ RER L 4 o 1 gl 0 -2 8+
€3 3 1 2% €3 3 1 2g 53 3 1 2}

2l 2 3 -58 &1 -2 3 -5p

9 1 0 3 -23 1 0 3 -2°
Y493 o ¥ %% G - +
Ay RN 0 -2 O Y 18+

23 0 11 -11,2, 23 0 11 -113

el -2 3 -56 2l -2 3 -58

1 0 3 -27 1 0 3 -2
THERR o o L7 374{%3””43/”?'{‘@8 0 -17 18+

€o o0 2 -5,-2, €0 0 o0 -495
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Abbiamo cosi ottenuto una matrice ridotta, sempre del quarto ordine:
el -2 3 -50
¢l 0 3 -2
¢0 0 -17 18
€0 o0 o0 -495
I cui dementi gpecidi (dementi non nulli di ogni riga d di sotto da qudi tutti gli dtri dementi ddla
matrice sono nulli) sono esattamente:
ap=-2; apn=+1 azx=-17

4) Iniziamo con |’ osservare che lamatrice A € quadrata di ordine m= n = 4, per cui risulta

O£ r(A) £ mn{m,n} =min{4, 4} =4
Poiché, inoltre, la matrice A non € lamatrice nullasegue cher(A) ' 0. Dunque:

0<r(A)£4

Primo metodo
Vediamo ser(A) = 4, cioe se esiste un minore del quarto ordine estraibile da A non nullo.
Ossarviamo che I'unico minore di ordine quatro € proprio detA, motivo per cui occorre cacolare tae
determinante:

3 -1 2
1 0 O .
detA = 1 1 2 = (sottraendo ala prima colonna la quarta colonna)
3 0 4
+
2 -1 2 1
- + . +
0O 0 0 1 . , . ,
= s 1 2 1 = (sviluppando secondo gli dementi della seconda riga)
0O 0 4 3
2 -1
=+1x-2 1 =0
0O O

Quindi r(A) ' 4. Vediamo e risulta r(A) = 3, cioé se esste un minore di ordine tre edtraibile da A
diverso da zero. Poiché risulta:

3 -1 2
A=1 0 0=410
-1 1 2

Ne segue che é proprio r(A) = 3.

Secondo metodo
Utilizziamo il Teorema degli Orlati o di Kronecker, partendo da un minore del secondo ordine diverso
da zero:

3 -
A'= =110 b r(A)32
1 0
Prof.ssa Daniela Tondini 6
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Esaminiamo adesso gli orlati di A", ovvero i minori dd terzo ordine ottenuti propri da A' aggiungendo
una riga ed una colonna della matrice A assegnata: se gli orlati sono tutti nulli dlora e r(A) = 2; se ne
esiste, invece, dmeno uno non nullo e r(A) ® 3. Poichérisulta

3 -1 2 1 9
A'=|1 O 02-1{ ‘:41 0O P r(A)3 3
1 2
-1 1 2

ovwero esge un minore del terzo ordine, orlato di A" diverso da zero, passamo ad esaminare gli orlati
d A".L'unico orlato € proprio il detA, che, in virtu di quanto osservato nel primo metodo, risulta
ugude a zero: I'unico minore dd quarto ordine estraibileda A énullo, cioérisultar(A) = 3.

5) Ossarviamo, in primo luogo, che la matrice A ha ordine 3 3, ovvero € quadrata di ordine 3, la

matrice B haordine 2° 3 elamatrice C haordine 2" 3. Ne segue, pertanto, che:
a) A+B éimpossbilein quanto A e B non hamo |o stesso ordine

b) B+C & possibile poichéle matrici B e C sono entrambe di ordine 2 3 erisulta

d+2 2+3 -2-46 a8 5 -60

B+C= == -

§140 -3-1 0+ly &1 -4 1y
c) B" C non & possibile in quanto il numero delle colonne della prima matrice del prodotto, ovvero B, &

3 che e diverso dd numero delle righe della seconda matrice dd prodotto, ovvero C, che é pari a 2.
d) B" A & posshile in guanto il numero ddle colonne di B & 3, numero questo che coincide con il

numero ddlerighedi A. Risultadlora
N (-2)8 14+2(-2)+(-2)4 11{-3)+ 2:4+(-2)>00 _
10 +(-3)x2+ 08 134+ (-3)%-2)+ 0 1x-3)+(- 3)X+00,,
_3+4-6 4-4-2 -3+2406_ el -2 -16
T &1-6+0 4+6+0 -3-3+0, &5 10 -6,
€) C- B éposshilein quanto le matrici sono dello stesso ordine:
-1 3-2 -4-(-26 21 1 -25
B %1 i1-(9) 10 5 %1 2 1
e g € @

f) 3" A & posshile in quanto risulta sempre lecito moltiplicare una qualunque matrice, rettangolare o
quadrata che Sa, per un numero rede; bisogna, cioe, maltiplicare per il nhumero dato tutti gli
elementi della data matrice. Risulta, pertanto:

ad 4 -36 a8 34 34-3)6 B8 12 -9
3 A=3f2 -2 17=03¢ 3(-2) 34 =6 -6 3.
§3 0 g3><3 3 30 ég 3 0y
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6) Trattandos di un sstema quadrato (il numero delle equazioni € ugude a numero delle incognite),
occorre, in primo luogo, verificare se il Sstema dato € o meno risolubile secondo Cramer, cioé e e
soddisfatta 0 meno la condizione necessaria e sufficiente imposta da Teorema di Cramer, secondo
cui un sSstema quadrato ammette una ed una sola soluzione se e solo il determinante della matrice
del coefficienti associataa Sstema assegnato e diverso da zero. Nel caso specifico, quindi, risulta:

X y Z
el 1 106 1 1 1
A=¢3 -2 1: P detA=|3 -2 1=-4-140-2-0-6=-1310 b D=detA=-13

§-102Q-j -1 0 2

Poiché il determinante della matrice dei coefficienti delle incognite de sstema € diverso da zero, ne
segue che il sstema dato, secondo il Teorema di Cramer, ammette una ed una sola soluzione ricavabile
dalle ben note formule di Cramer. Precisamente risulta

avendo indicato con:

D il determinate dellamatrice dei coefficienti delle incognite de sstema, ovvero il detA;

Dy il determinate dela matrice ottenuta da A sodtituendo la colonna dei coefficienti della x con la
colonnade termini noti;

Dy il determinate ddla matrice ottenuta da A sodtituendo la colonna dei coefficienti dela y con la
colonnade termini noti;

D, il determinate ddla matrice ottenuta da A sodtituendo la colonna dei coefficienti della z con la
colonnade termini noti.

Maallorasegue:
X 'y z N y z
el 1 18 6 1 1
A=§3 -2 1. P D,=[2 -2 1]=-24+5+0+10-0-4=-13 b D =-13
§-1 0 25 5 0 2
X 'y z X N z
el 1 16 1 6 1
A=¢3 -2 1 P D,=|3 2 1=4-6+15+2-5-36=-26 P D,=-26
§-1 0 24 -1 5 2
X y Z X y N
®3 1 -16 1 1 6
A=S-4 -2 -1 P D,=[3 -2 2=-10-2+0-12-0-15=-39 b D,=-39
(éz 0 1y -1 0 5§
Quindi § hat
o) S 2 By
é g €13 -13 -13g
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| (xv.2)= (12,9

Risolviamo adesso il medesmo ssema con il metodo ddla matrice inversa e confrontiamo che la
soluzione che otterremo € identica a quella precedentemente trovata con il Teorema d Cramer. Poiché,

per quanto visto sopra, risulta detA = D= -13 1 0, segue che la matrice A ammette I'inversa A™* che
occorre ora determinare con uno del due metodi ben noti:

el 1 16
A=S3 -2 17
é-l 0 24

Cdcoliamo l'inversa di A utilizzando iI| metodo ddla matrice de complementi adgebrici, ovwero la
relazione:

a2 1 A\
A __detA)(A ) *
Dobbiamo quindi scrivere, in primo luogo, lameatrice dei complementi dgebrici A . Risultar

-2 1 3 1 3 -2
N 2‘_'4’ %277 2‘_'7’ R 0‘_'2’
C =-‘1 1‘:-2' C, =+ 1 1‘=3' C,=- ! 1‘:-1'
S ’ 21 2 7 2110 ’
c3l:+_; 1'23; c32:-:13 j':Z; c£:+; _j:-S
dacui segue
24 -7 -20 a4 -2 30
K=¢2 3 -10 p (K)=g7 3 2
3 2 -54 -2 -1 -5
Pertanto:
® 2 39 & 2 39
w4 -2 3 (B 18 13 a3 13 13}
AlzifA)Tzix‘?J 3 T=CL 3 3: b Al—‘}l .3 3:
detA -13 T 613 13 13 ¢13 13 13"
é-z 1 55 ¢, 1 52 ¢ 1 57
13 13 13j 13 13 133
Dunque:
® 2 30 a4 4 15p
wo 3 B 13 13" 13" 13
X=AN b Qyi:@l .3 3_92: b Qyj: ¢42_6 E_
é_ €13 13 13:%4 é_ ¢13 13 137
‘g $2 1 53€0 26 %12 2 257
— = ==X 4+ —+ =
13 13 13y §13 13 13
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ciog
axX0 &lo
T=g27

&y =2
s S5

Dunque la soluzione trovata, operando sa con il metodo di Cramer che con quelo ddla matrice
inversa, com’ é facile constatare, € la medesima

7) Occorre, in primo luogo, verificare se il Sstema dato, essendo quadrato (il numero delle equazioni e
ugude a numero delle incognite), € o meno risolubile secondo Cramer, cioé e € soddisfatta o meno
la condizione necessaria e ufficiente imposta dd Teorema di Cramer, secondo cui un Sstema
quadrato ammette una ed una sola soluzione se e solo il determinante della matrice del coefficienti
asociataa sSstema assegnato e diverso da zero. Nel caso specifico, quindi, risulta:

a 2 35 1 2 3
A=S1 0 2 P detA=l 0 2=0+12-6-0+4-10=0 b D=detA=0
éz -2 5 3 -2 5

Poiché il determinante della matrice da coefficienti delle incognite del sstema e ugude a zero, ne
segue che il 9gema dato non e risolubile utilizzando il Teorema di Cramer, motivo per cui bisogna
andare a controllare se ammette soluzioni in base d Teorema di Rouché-Capdli, ovwero < |l
rango della matrice incompleta € uguae d rango della matrice completa.

Risulta, pertanto:
X y z
A 2 30
A=S1 0 2. b O0<r(AE3 P detA=D=0 b r(A)*3
B 2 55
Poiché:
X
1 2
=-210
1 0
ne segue che &

r(A) =2
in quanto esiste un minore del secondo ordine, edtraibile da A, diverso da zro.
Occorre ora controllare il rango della matrice completa, ottenuta dalla matrice A con I'aggiunta ddla
colonnade termini noti:
X

y z N
a 2 3 106
AN=S1 0 2 52 P O0<r(AN)£3
§3 -2 5 104
Utilizzando il Teoremadegli Orlati, 9 ha
1 2
=-210 P r(AN)32
1 0

per cui occorre andare a cacolare adesso | suoi minori orlati.
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Precisamente:

X 'y z X N
1 2 3 1 2 10
M=detA=(1 O =0:.M"=1 O 5|=0+30-20-0+10-20=0
3 -2 5 3 -2 10
Poiché entrambi i minori orlai del terzo ordine sono nulli, ne segue proprio che:cioe
r(AN) = 2

cioe:

r(A) =r(AN)=r=2
ovwero e soddidfatta la condizione necessria e sufficiente di risolubilita di un Sgema impogta dd
Teoremadi Rouché-Capdli. Dunque il Sstema dato ammette soluzioni.
Poiché, inaltre, il numero delle incognite dd sstema € n = 3 (le incognite che figurano ned sSstema sono
proprio X, y € 2) e risulta n > r, segue che il Sstema ammette ¥ "' =¥ %2 =¥" soluzioni, doe le
soluzioni del sstema dipendono da un unico parametro.
Essendo, poi, il minore diverso da zero:
X
1 2
1 0
codtituito da coefficienti delle incognite x ed y che figurano ndlla seconda e nella terza equazione, il
sstema dato e equivaente d seguente:

=-210

iXx+2y+3z=10
%x+22 =5
Inoltre, poiché nd minore non nullo consderato sono dati coinvolti esclusvamente | coefficienti della

x e ddla y, e non qudli dela z bisogna consderare come parametro proprio I’'incognita trascurata, cioe
laz Ne segue, quindi, posto z =t parametro redle:

1 X+2y =10- 3

{x=5-2
che ora, avendo la matrice de coefficienti diversa da zero, § pud risolvere o con uno de metodi
classici, oppure con leregole di Cramer. Ne segue;

1 2
=210 pb D=-2
10
10- 3t 2
= =0-10+4t=4-10 P D, =4t- 10
5-2t 0
1 10- 3
)= =5-2-10+3%=t-5 P D,=t-5
1 5-2t

dacui g9 ricava
_a D6 _alt-10 t-56_a 1 56
(xy) ==

e e i P e SO N B e
ED'Dy & -2 ' -2p 2 2g
soluzione dd sstema equivaente a quello assegnato.
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Dunque la soluzione dd sistema dato sara:
1 56
(X! Y, Z) = §2t+51- Et+§9
2

con t parametro rede (tT R).

8) Occorre, in primo luogo, osservare che il sstema dato e rettangolare (il numero ddle equazioni €
diverso dd numero delle incognite): €, infatti, un sstema di ordine 3 4 (3 equazioni e 4 incognite).
Bisogna dlora andare a controllare s ammette soluzioni in base d Teorema di Rouché-
Capdli, owero s il rango ddla matrice incompleta € ugude d rango della matrice completa
Risulta, pertanto:

X y z W
&2 1 -1 36

=5 4 -2 5. b O0<r(A)£3
él 2 0 -1y

Utilizzando il Teoremadegli Orlati, 5 ha

X
2 1
‘ A‘=8-5=310 p r(A)32
5
per cui occorre andare a calcolare adesso | suoi minori orlati.
Precisamente:
X 'y z X 'y w
2 1 -1 2 1 3
M=5 4 -2=0-2-10+4+8- 0=0; M"'=|5 4 5=-8+5+30-12- 20+5=0
1 2 0 1 2 -

Poiché tutti i minori orlai del terzo ordine sono ugudi a zero, segue:
rA*3 b r(A)=2
Consideriamo adesso la matrice completa ottenuta da A aggiungendo ad essa la colonna dei termini
noti:
X y z w N
&2 1 -1 3 206

AN=S5 4 -2 5 1. P O<r(AN)£3
él 2 0 -1 -3
Occorre dterminare ora il rango di AN. Sempre per il Teorema degli Orlati S puo partire da un minore
del secondo ordine diverso da zero edtraibile dalla matrice AN.
Sia esso:
Xy
2 1
‘ 4‘:8- 5=310 b r(AN)3 2
5
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Due orlati di tdi minori sono dati gia cdcolati in precedenza quando S € determinato il rango della
matrice incompleta, precisamente:

X y z X Yy w
2 1 -1 2 1 3
M=|5 4 -2/=0-2-10+4+8-0=0;M"=|5 4 5=-8+5+30-12- 20+5=0
1 2 O 1 2 -
Regta dlora da cacolare I’ ultimo minore orlato ottenuto aggiungendo la quarta colonna e laterzariga
X Y N
2 1 2
M'"'=l5 4 1|=-24+1+20-8-4+15=0
1 2 -3

Poiché anche in questo caso tutti i minori orlati del terzo ordine sono ugudi a zero, S pud affermare
chee
r(AN) = 2

Dunque:

r(A) =r(AN)=r=2
owero € soddidfetta la condizione necessaria e sufficiente di risolubilita di un Sstema impogta dd
Teoremadi Rouché-Capdli. Ne segue che il Sstema dato ammette soluzioni.
Poiché, inaltre, il numero delle incognite dd sstema € n = 4 (le incognite che figurano nd sstema sono
proprio X, y, ze w) e risulta n > r, segue che il Sstema ammette ¥ "' =¥ 42 =¥? gluzioni, do le
soluzioni del sstema dipendono da due parametri.
Poichéil minore diverso da zero:

Xy
21

A‘ZS- 5=3t 0
5

€ codiituito da coefficienti delle incognite x ed y che figurano ndla prima e ndlla seconda equazione, il
sSstema dato e equivaente d seguente:

12x+y- z+3w =2

15x+4y- 27450 =1
Inoltre, poiché ne minore non nullo condderato sono dati coinvolti esclusvamente i coefficienti ddla
X e ddla y, non queli dela z e ddla w, bisogna consderare come parametri proprio le incognita
trascurate, cioélaz elaw. Ne segue, quindi, posto z= h ew =k parametri redi:

j2x+y=2+h- 3K

15x+4y =1+2h- 5k
che ora, avendo la matrice dei coefficienti diversa da zero, s pud risolvere o con uno dei metodi
classci, oppure con leregole di Cramer. Ne segue:

2 1
=8-5=31'0 P D=3

5 4

|23 g ah k- 1o 2heSk=2h-Tk+7 P D,=2h- Tk+7
1+ 2h- B

Prof.ssa Daniela T ondini 13
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2 2+h-3k

D = =2+4h-10k-10-5h+15% =-h+5%-8 b D =-h+5k-8
¥ |5 1+ 2h- 5k Y
dacui 9 ricava

_ab, D,06_aPh- 7k+7 -h+5-86
(nyaz)— — T - 1 -
eD'Dy & 3 3 &
soluzione ddl sstema equivaente a quello assegnato.
Dungue lasoluzione del sstemadato sara:

a2h- 7k+7 -h+5k-8 0
y Yo &y = y ,h,k;
(%, y,z,w) ¢ 3 5 :

con hek parametri redi (h,kT R).

9)

CAMPO DI ESISTENZA
Poiché g tratta di una funzione polinomide, risulta:
CE.={x1 R:- ¥ <x<+¥}
La funzione data, come dd resto tutte le funzioni polinomidi, € definita su tutta la retta redle, motivo
per cui non ha asintati verticdi!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASSI
Poiché s e in presenza di un polinomio di terzo grado, occorre, in primo luogo, vedere se € possibile
scomporlo ne prodotto di due polinomi, uno di primo grado ed uno di secondo grado, attraverso la
Regola di Ruffini. | divisori dd termine noto, ovwero 2, sono esdtamente £ 1, + 2, essendo 2 un
numero primo. Maadloras ha

P(x) =3x* +2x% - 7x+2
da cui, procedendo per tentativi, risulta:
P(x=+1)=3+ 2¢°- 7+ 2=3+2- 7+2=0
cioé per x = +1il polinomio s annulla. Quindi s ottiene il seguente prospetto:

3 2 -7 +2
+1 3 5|-2
ERE 2] G

Pertanto il polinomio P(x) s puo scrivere anche ndl seguente modo:
P(x)=3x" +2x>- 7x+2=(x - 1)(3x" +5x- 2)
Inoltre e possibile scomporre il polinomio di secondo grado:

Q(x) =3x* +5x- 2
utilizzando laformularisolutiva

-5+4/25424 -5+./49 -5%7 -5-7 -5+7 1
2:545 _-5+449 _-5 b x=5 T 5 ed x=0t721
' 6 6 6 6 6 3
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Quindi risultax
Q(x) =3x*+5x- 2= (x+2)aE§(- 39
& 3p
dacui:
P(x) =3¢ +2x - 7x+2=(x- 1)(3x*+5x- 2) =(x- 1) (x+ z)g%(- %9
a
Scomposto il polinomio di terzo grado, risulta ora possibile determinare le intersezioni ddla funzione

datacon gli catesani:

sodtituendo, in'y, d
posto dellax il vaore O

ix=0 %
2

Sy=3R+2%- Tx+2

eil punto di intersezione

p A=(0,2
(0.2) dellafunzione con I assey

sodtituendo, iny, d
posto dellay il vdore O

I
Ty = il
iy=0 :y 0 i-:l:x-lzo

b 16 P I
10=3¢+2x2- Tx+2 }(x-l)(x+2)g>’<-—2: Lix+2=0
I Bz _I_.I.
jIx-—-=0
11
1y=0
%Xl:l al Osono i punti di intersezione
| 1 | 1
b ix =- P B=(10);C=(-2,0);D=¢=,0: ,
-:-X2 2 (+.0) ( ) %3’ & ddlafunzione con I'asse x
. 1
Iy == @n,3
%739
SEGNO DELLAFUNZIONE
Risulta
i
y ix-1>0
y>0 b 3¢ +2¢-7x+2>0 b (x-1)(x+2)§ex-§3>o b {x+2>0 b
p ;
Ix-£>0
|
Prof.ssa Daniela Tondini 15
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I
i
ix>Z
i
y<0
Dunques ha:

y>0 per - 2<x<%, x>1

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA

limy= Iim(3X3+2x2- X+ 2): Iim(3X3) =+¥ b lim Yy =+¥
X® +¥ X® +¥ X® +¥ X® +¥
lim y=|im(3x3+2x2-7x+2):|im(3x3):-¥ p lim y=- ¥
Xx® - ¥ X® - ¥ X® - ¥ X® - ¥

Lafunzione non ha adntoti orizzontdi!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA
Risulta

D(3x°+2x*- 7x+2) =9x* +4x- 7

dacui segue

y'>0 b 9x*+4x-7>0

Troviamo, in primo luogo, le soluzioni ddl’equazione assocista a tde disequazione utilizzando la
formula risolutiva ridotta:
-2- 4f67
9

_-2+/4+63 _-2+.f67 T @113 o x _-2+4f67 0,68

= [} X = , 3

%2 9 9
dacui;

9x’ +4x-7>0 b x<% ed x>%

Prof.ssa Daniela T ondini 16
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Crescenza Crescenza

M m

-2- =244/
Dungue lafunzione haun massmoin xzz—ﬁ ed unminimoin x:u.

In particolare:

x=—— N 2- JG_7 P
9

X:ﬂ P

Ne segue, quindi, che:

9

%® 2- J6_793+2882- J6_792_ 7aez-JES_7

y_3832+ﬁ63+ @2+/676 _a 2+670
9

N

++2@ 0,89

]

m(0,68;-0,89) &il punto di minimo

M (-1,13;8,13) &il punto di Massimo

Prof.ssa Daniela T ondini
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10)

CAMPO DI ESISTENZA
Poiché g tratta di una funzione razionde fratta, risulta

C.E.:{XT R:3x*+21 0} ={xT R:-¥ <x<+¥}

2 2
Essendo, perd, 3x*+2 la somma di due quadrati, precisamente (J§x) =3x" e (\/5) =2, segue che
e sempre diverso da zero.
Lafunzione data, pertanto, non ha asntoti verticali!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASS

Risulta
1x=0 1x=0 35 il gi .
oXo2x3 P .:.y-_é-_15 i A:?"Eg Eéli‘iﬂtni.éﬂif.";”iy
Y= 32 t 2
iy=0 iy=0 .
N 2_ox-3 P !yz ox- 3 b Y0
.'.0;% L X 'ZX' -0 %XZ- 2%-3=0
t 3x%+2 t 3x+2
Prof.ssa Daniela Tondini 18
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1y=0 i i

! iy=0 iy=0

i 1+\/1+ P ¢ 1 ?
%2 = =1+/4=1+2 i%=1-2=-1 1% =1+2=3

~ B ono i punti di intersezione

b B=(-10) e C=(30) ddlafunzione con I asse x

SEGNO DELLAFUNZIONE

Risulta
2_ oy- ix*-2x-3>0 ix<-1,x>3
y>0 b X223, p | po X<t _ _
3 +2 13 +2>0 1 sempre (somma di due quadrati)
Dunque:

y>0 per -1<x, x>3

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA

Ilmy—llqu im &X 0.1 P Iimy=l
X® £¥ x®+¥g 2 4 x®+¥g3x a "3 X® +¥ 3
cioelarettadi equazione y= % un asintoto orizzontae per lafunzione:
1
AO.:y=—
Y 3
STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA
Risulta
g - 2x- 30 (2x- 2)3x* +2)- (x*- 2x-3)6x) _
§3¢+2 5 (3%t +2)°

_BXP+4x- 6X7 - 4- 6x3+12x% +18x _ 6x7 +22x- 4
(3x2 + 2)2 (3x2 + 2)2
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dacui segue

2 ; 16X°+22x- 4>0
y'>0 b 6x +22x24>0 b ? .
(3% +2) i(3x*+2)" >0
Poiché risulta
6C+2x-4=0 b 3C+Lx-2=0 b x,= "22“24: '11i6\/145 b
p xlz% 1% @384 ed XZ:% V145 @017
segue
}6X +22x- 4>0 }.X<-11- J145 x>_11+‘/145
y'>0 p |, 32+22>0 D I’ 6 ’ 6
T( X ) t sempre (éunquadrato)

-11- 4145 -11++/145
6

6

Crescenza Crescenza
M m
. . -11- 4145 L - ]_’I_+\/145
Dungue lafunzione haun massmo in x :T edunminimoin X =T .
In particolare s ha
®11- 1450 _ae11- /1450
¢ + - 2(; = 3
- 11- Y145 e 6 g & 6 g4
x=—— Y2 p y= 5 @0,42
6 & 11- 4145 0
3§—+ +2
e [}
Prof.ssa Daniela Tondini 20
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% 11+1450 ,®11+41450

11++125 G G 3
x= MV e g_e 2 @158
6 8 11++/145 0
B 42
e 6 4]

Ne segue, quindi, che:
m(0,17;- 1,58) &il puntodi minimo

M (-3,84;0,42) &il purtodi Massimo

IL GRAFICO
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Osservazione
La funzione interseca I'asntoto orizzontade. Possamo cacolare il punto di intersezione tra la funzione
assegnata e larettay = 3 risolvendo il seguente sstema:

Py X-2x-3 i (essendo uguali i primi membri delle due

? 3F+2 5 X-2x-3_1 equazioni del Sstemadovranno necessriamente

iy=1 M +2 3 essere ugudi anche i secondi membri)

T° 3

5 X231 3(x*- 2x- 3- (3¢ +2) Lo b ¥6x-9-3¢-2_
3xX¥+2 3 3% +2 33X +2

p -6x-11=0 P 6x+11=0 P X:-%@1,83

Dungueil punto di intersezione sara | =§@ %1%9
2

10)

CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché g tratta di una funzione esponenzide, il cui esponente € una frazione, il suo campo di esstenza

€ rgppresentato datutto |’ asse redle esclus i punti in cui il denominatore dellafrazione s annulla, cioe:
CE.={xT Rix+221 0} ={xI Rixt -2} ={xTR:-¥<x<-2-2<x<+¥}

Ne segue subito che laretta X = -2 € un asintoto verticae per la funzione assegnata:

AV.:x=-2
| NTERSEZIONI CON GLI ASS!.
}X=0 }x=0
1 2x P 00 P A=(01) &ilpuntodi intersezione dellafunzione con I'assey
fy=ew2  fy=e?=€=1
1y=0 1y=0 1y=0
:’ 2-x P ,' 2% P i~ . non ¢i ono intersezioni con I assex

SEGNO DELLAFUNZIONE.
S ha
X2- X

y>0 b ex2 >0 b sempre (lafunzione esponenziale & sempre positiva), Cio&:

y>0

Prof.ssa Daniela T ondini 22
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LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

Risulta
®xXx 9 I|m imes lim()
I|m y=limge*? t=e i‘%m"’—e@¥ “ozeev =g¥ =+¥ P |im y=+¥
X® +¥ X® +¥ : x® +¥
[7]
2 E .
®exX=x0 I|m n = lim) 1 1
imy=limge™ <=e Wg_e@% =gt zeg¥=2=21=0b |my=0
X® -¥ X® - ¥ p e ¥ x® - ¥
cioelarettadi equazione y =0 € un asntoto orizzontae snistro per lafunzione:
AQS:y=0
STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
S ottiene:
'xxp X 2x-1)(x+2)- (x*- x)x0
D ex+2 —ex+2 @éa(z X x+2 # )( ) ( ) _:
g ) Exr2p E (x+2)° o
X B2+ 4x- x- 2- R +x0 XX 244y 2
_ex+2 > T:ex+2 >
T ey 5 (e
dacui:
X%-x [
- x iex+2 >0 :l:ex+2 >0
yor ewx%x)zx)p | %% +4x- 2 P %X2+4X'2>0 b
X+2 'I'—->0 i ,
i (x+2) j(x+2) >0

i sempre (inquanto funzioneesponenziale)
b Ix2+4x-2>0
%sempre (inquanto & unquadrato)
Troviamo, pertanto, le soluzioni ddl’equazione associata dla disequazione che figura nd dgtema
Poichérisulta
X?+4x-2=0 b )(1'2=£=-21\/€ b x =-2- 6@ 4,44, x, = -2+/6 @0,44

segue
1 sempre (inquantofunzioneesponenziale) i sempre

y'>0 b |x+4x-2>0 b x<-2-6,x>-2+6
'Il'senpre (inquantoeunquadrato) ':;sempre
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Crescenza Dece Crescenza

SCenza

M m

Dunque lafunzione haun massmoin X =- 2- \6 edunminimoin x=-2++/6.
In particolare s ha

(o472

x=-2-6 b y=e *¥2 " @n000005
(o2

x=-2+6 b y=e (28] @n,90

Ne segue, quindi, che:
m(- 4,44;0,000005) &il punto di Massimo

M (0,44;0,90) &il punto di Mminimo

Prof.ssa Daniela T ondini
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CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché la funzione data € una irrazionde con indice di radice dispari, il suo indeme di definizione
coincide esattamente con il campo di esstenza dd radicando, che nel caso specifico € un polinomio
definito su tutta larettarede, ciog:

CE=R={xTR:-¥ <x<+¥}
La funzione irrazionde, dunque, non ha asintati verticdi!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

Le intersezioni della funzione con gli asS catesani 9 ottengono risolvendo, come di consueto, |
Seguenti due sgtemi:

ix=0 ix=0 ix=0 A i i i

} b } b } b A=(O,-1)e'| pumodl |r’1terse2|onedella
fy=3x-1 fy=4-1 fy=-d1=-1 funzione con I'asey
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Ty:O 1y:0 iy=0 iy:o
i 3 |,3 3 p ,I,\ — p i 2 — p
ro=3¢-1 1ic-1=0 ix¢-1=0  §(x-H(x¥+x+1)=0
Tv=0 S v=0
:'y ) P }y _ P B=(1,0)
$X-1=0oppure X’ +x+1=0 fx=1oppure mai (D<0) i punto di intersezione della
funzione con I ase x

b

Si osservi che x*- 1 pud essere scomposto o utilizzando la formula della differenza di due cubi oppure
con la regola di Ruffini; indltre, trattandos di una radice cubica, € sempre posshbile portare il segno
negativo fuori del smbolo di radice.

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Anchein questo caso, per lo studio del segno, occorre risolvere la disequazione:

y>0
Ne segue:

y>0p x¢-1>0 b xX-1>0 P (x-1)(X¥+x+1)>0p

ix-1>0 ix>1
1X¥+x+1>0  {sempre (D<0)

y<o y>0

ciog )
y>0 U x>1

S ossvi che il sggno di tutte le funzioni irraziondi con indice di radice dispari coincide con il segno

dd radicando.

LimiTi AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Per il cdcolo de limiti di questa classe di funzioni, sara sufficiente, come per quele con indice di

radice pari, determinare il limite dd radicando, tenendo, pero, sempre bene a mente la seguente regola
generae:

Sey= «3/ f (x) , dove f(x) € una quaunque funzione assegnata, dlorarisulta
limd/f () =5/ lim &f ()&
Nell’esempio quindi 9 ha

lim y = |im(€/x3- 1): J lim (- 1) =3fx¥ =x¥

X® +¥ X® +¥ X® ¥
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Ne segue che, per
X®+t¥ b y® ¥
Dunque lafunzione non ha agntoti orizzontai!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Ricordando che:
11 &y o1 o2 Dgf(x)p
D({/7() = Dt (\iF =28 (x)if 08T (\)a==2 81 ()i 081 (X =~
J&f (X8
9 ottiene

ol _1=D(x3-1)= 1 3¢
e i i

Per determinare i punti di messmi e di minimo ddla funzione bisogna sempre risolvere la
disequazione:

N D(y) >0

ciog
| 1 >0 i 2
:|;—3_ > i (x -1) >0

! vxf’xz >0 b }3§X2 1) p '3x >0 b
1 T 3X
xI R (il radicando & un quadrato e quindisempr e positivo)
p

.I. R
: n T R
xR

Crescenza

Dunque la funzione & sempre crescente e non ammette quindi Né massimi né minimi.
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CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché la funzione data € una irrazionde, con indice di radice pari, ed il suo radicando € un polinomio,
cioe definito su tuta la retta rede, essa risulta definita solo per i vaori ddla x per i qudi il radicando e
positivo, ovvero maggiore od uguade a zero, cioe:

-2X°- TXx+330 b 2x*+7x-3£0

Poiché, pero, s ha
-7 +4/49+ -7+
2X°+7x-3=0P X, = 7£N49+24 72473

4 4
risulta
2%+ 7x- 3£0 b %@3,88< x<% @0.38
CE =lxi R 212V 2773
i 4 4 {
-7-73 -7+73
4 4
lafunzione la lafunzione
non e funzione non e
definita e definita definita

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
Le intersezioni della funzione con gli asS catesani 9 ottengono risolvendo, come di consueto, |
Seguenti due sstemi:

\Xzo N X:O < - .. .
} : b % b A:(O,\/i—%) eil puntodl |f1terse2|onedella
fy=-2¢- 7x+3 fy=+/3@,73 fuzione con I'asey

jy=0 jy=0 iy=0
i . P i - P i, P -7+/73 P
10=+-2x%- 7x+3 -2 - 7x+3=0 T-2x°- 7x+3=0 P =—F —

_®7-73 0 . @7++[73 0 Sonoipuntidi intersezione della
=~ ’Efunzioneoonl’assex

1y=0
|

2
S ossarvi che qudora S voglia eguagliare a zero un radicde, € sufficiente eguagliare a zero il suo
radicando.
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SEGNO DELLA FUNZIONE.
Anchein presenzadi funzioni irraziondi, per lo studio del segno, occorre risolvere |a disequazione:
y>0
Ne segue;
y>0 b y=+-2x3-7x+3 b - 2xX*- 7x+3>0sempre nd campo di esistenza
S ossavi che tutte le funzioni irraziondi con indice di radice pari, sono sempre postive dl’interno ded
canpo di esgenza per dudiae la loro postivita, infeti, bisognerebbe sudiare la pogtivita de
radicando, cosa che gias fand determinare il campo di definizione ddla funzione gessa

LiMmiTi AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Per il cdcolo de limiti ddle funzioni irraziondi, sara sufficiente determinare il limite del radicando,
tenendo bene a mente, pero, che, in generde, vale la seguente proprieta:

Sey= 4/ f (x) , dove f(x) € una quaunque funzione assegnata, dlorarisulta

imy7 09 =lim & (g

Ossarviamo, perd, che ndl’esercizio proposto la funzione non € definita né per x che tende a - ¥ né per
X chetende a+¥, per cui rislta
Lafunzione non ha asintoti orizzontdi!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
Ricordando che:

TN S N PE NS e Dsf( X)§
D({/T()) = D&F (i =581 ()i D &f (x)a=—8f ()i Dgf (x =% 0700
S ottiene;

D(-2¢*- 7x+3)  _ax-7

2 2x2- 7x+3  24-2¢- 7x+3

Per deteminare i punti d messmi e d minimo ddla funzione bisogna sempre risdvere la
disequazione:

D( - 2X2- 7x+3)

D(y)>0
cioe
e i-4x-7>0 . Lo T_.
y'>0 b X ’_sop b b :'4X+7<0dCE [x<og=obm
2N-2x2- Tx+3 fv-2x"- 7x+3>0 i sempre nel C.E. fsemprenel GE
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Derivata Prima

C.E

lafunzione la lafunzione
non e funzione non e
definita e definita definita

Dungue la funzione data ammette un massimo in x=-£ la cui esgenza € garantita dd campo di

definizione ddla funzione.
In particolare s ha

7 e 7
X=-— P = [-2~% —
4 y\/ & 4

Ne segue, quindi, che:

@0

o
2 2

M (- 1,75;3,02) &il punto di Massimo
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lafunzione
non e definita

- o |

@)

la funzione
non e definita

o
O
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CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché la funzione data € logaritmica ed il suo argomento € una frazione, occorre consderare
contemporaneamente il campo di definizione da ddla funzione logaritmica (argomento pogtivo) che
dellafunzione razionde fratta (denominatore diverso da zero):

‘| (x- 1) i ! 1 (x-1)° >0l
(| >0 (per illogaritmo)i _f ~ — Ti t
CE.=jxl R:,’ NCH (p g )y (X1 R:ijxe-150 y=
{ 1 x?- 11 0 (per lafrazione) b % 'IT'XZ' 11 0 i)
' 1§ sempre (@unquadrato U
[ ] |
:.i'xl R:.i.TX<'lX>+1 y
% {xl +1 '
Ne segue subito chele rette di equazione X=*1 sono due asintoti verticai per lafunzione assegnata
AV.:x=+%1
-1 +1
la lafunzione la
funzione non e funzione
e definita definita e definita

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

Per determinare I'intersezione ddla funzione con gli as3 catedani occorre risolvere, come di
consueto, i due sSstemi, osservando, perd, che nd caso in esame in X=0 la funzione non & definita,
motivo per cui essanon presentaiintersezioni con I’assey:

1y=0 }yzo iy=0 iy=0 iy=0
I | T
i x-1)°U p ¢ x-1 P 4x1) b é(x 120 [} _1)? b
.:.0:|ne’\( . ) l[;l _:_|ne( ) u=0 :\ Inggx—%g 1 Ing%ﬁ_ 0y 1(X 1) -1
7 gx-1g 7 gx-lg i€ =€ e e = box2-1
‘:y:O ‘:y:O |y 0 le:O
P i(x-1)? P i(x-1)? P |x-2x+1 X% +1 P i-2x+2 p
(EE NS I et I
1 x-1 1 -1 x?-1
Sv=0 S v=0 S v=0 .. o :
b :,y b :y b :,y b A:(lO) eil puntodl |r,1terseZ|onede|Ia
1-2x+2=0 7-x+1=0 ix=1 funzione con |’ asse x

Ossarviamo, pero, che il punto A non gopatiene dl’indeme di definizione ddla funzione che, pertanto,
non intersecagli ass cartesani.
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SEGNO DELLA FUNZIONE.
Anche in questo caso, per 1o sudio del segno della funzione, occorre risolvere la disequazione:

y>0
Quind:
§(x- 1)U e (x-1) (x-1f
y>0pb Ine&—2L0>0p e® Mise’=1p L >1p =L .1500b
@x '1g x -1 -1
1-2x+2>0 ix-1<0 ix<1
p 2 2.0p | b | b |
x*-1 ix°-1>0 Px<-1,x>+1 PX<-1,x>+1
Risulta, pertanto:
-1 +1
c la)

T
o -

R a.Y
' AN
la lafunzione la
funzione non & funzione
e definita definita e definita C.E.
y>0 y<O0

LimiTi AGLI EsTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

Risulta:
e 1 € x-1 € a’- 2x+1060
lim y—||me|ng(—)uu_|nel|m# > ) H —Ine||m92— j=1In ():0
X® +¥ xo+¥ & @x- HH govg X -1w gewd X -1 g
e é(x-1 e x-1700 & ;e 2x+10U
lim y‘I|me|ne—)uu-Ine||maE(2—) =Inglim c————+¢=In(1) =0

X® - ¥ x®-¥ & @x- 6 g®¥§ -1% ex®¥e x*-1 g(]
Ne segue che:
X® ¥ b y® 0

cioé la retta di equazione y =0, ovvero I'asse X, € un Asintoto Orizzontale Sa destro che sinistro dela
funzione.
AO.:y=0
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STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

S ha
DIIIne(x 2)° i uy_ 1 ng(x-l)ZB: -1 §2x-2)(x-1)- (- 2x+1)2xl
i ex-t p_(x'1)2 81y (U g (-1 ;
x-1
:x2-1y2x3-2x-2x2+2-2x3+4x-2x: 1 y—2x2+2: -2x%+2 _ -2(X2-1) _
(x- 2)° (x2-1)2 (x-1)° (xz-l) (x-l)z(xz-l) (x-1)2(x2-1)
-2
(x-1)?

P deeminae i punti d messmi e di minimo ddla funzione, bisogna sempre risolvere la
disequazione:

D(y)>0
ciog
y'>0 b >>0P mai P y'<0sempre
(x-1)
dacui segue
-1 +1

e

la lafunzione la
funzione none funzione
e definita definita e definita

C.E.

Dunque lafunzione e sempre decrescente.
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